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Uzyskiwane kompetencje

Znajomo $¢ podstawowych poj e¢ i metod opisu sygnatow ci  agtych i
dyskretnych jedno- i dwuwymiarowych, znajomo $¢ podstaw
przetwarzania sygnatow i obrazéw.

Umiej etno §¢ przetwarzania sygnatdw z wykorzystaniem poznanych
metod i narz edzi.

Zaliczenie przedmiotu

Egzamin - 70% oceny ko ncowej.

Wymagane uzyskanie min. 50% pkt., w tym wynik z zada  nia dotycz gcego
przeksztatcenia Fouriera i analizy widmowej min. 50%.

Laboratorium - 30% oceny ko nhcowej.

Wymagane uzyskanie min. 50% pkt. z laboratorium

Liczba egzaminéw — 2 w sesji zimowej, 1 w sesji popr  awkowej




Informacja od dr in  z. Beaty Le $niak-Plewi nskiej (kierownik laboratorium)

Harmonogram éwiczen laboratoryjnych z PTS

Lp. | Nazwa dwiczenia ] Wk Pt
godzn 12451345 12151445

1| Wprowadzenie do MATLAB'a ] 2112017 2311207
2 | Analiza widmowa 2 28.11.2017 30112017
3 | Filtracia | kecetacia sygnaliw dyskretnyeh 2 05.12.3017 07 12207
4 | Transformacia Falkowa ;] 12922017 14122017
T Operacje geometryczne i arytmetyka obrazéw ._Zh i 19122017 21012018
& | Interpotacia i histogram 2 00.01.2018 11012018

7 | Filtracja 20 2 16.01.2018 18.01.2018
& | Kotokwam ENI 23.01.2018 26012018

dalsze informacje przez USOS lub na stronie ZIB:

zib.mchtr.pw.edu.pl
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Wyktad |

Wprowadzenie

Podstawy teoretyczne
przetwarzania sygnatow

Sygnaty

Sygnat — funkcja czasu (najcz  esciej) przedstawiaj gca przebieg

parametru pewnego zjawiska, wielko  $ci fizycznej

Przyktad sygnatu — stan przej $ciowy po udarze




Zastosowania przetwarzania sygnatow |

Telekomunikacja — usuwanie echa, kompresja, filtracj  a, multipleksowanie,
wideokonferencije itd.

Technika militarna — echolokacja, radiolokacja, napr ~ owadzanie pociskow,
bezpiecze nstwo informacii itd.

Przemyst — sterowanie, badania nieniszcz  gce, analiza drga n, mikrogeometria
powierzchni itd.

Technika samochodowa — inteligentne zawieszenia, ele ktroniczne sterowanie i
systemy hamowania, autonomiczny pojazd, systemy
nawigacyjne, kontrola ci $nienia w oponach, sterowanie
dziataniem poduszek, multimedia — obecnie okoto 50%
warto §ci  samochodu stanowi elektronika, gtéwnie zwi  gzana
z przetwarzaniem sygnatow.

Zastosowania przetwarzania sygnatéw ||

Identyfikacja obiektow (oséb)

Analiza danych rynkowych i gietdowych

AGD - ,inteligentne” pralki i lodéwki

Rozrywka/multimedia — kodowanie i kompresja obrazéw i sygnatow, efekty specjalne

Biologia, ekologia — analiza zmian populacji zwierz  at, analiza aktywno $ci organizméw




Zastosowania przetwarzania sygnatow |l

Rozpoznawanie i generacja mowy

Geologia — poszukiwanie zt6 z surowcéw, prognozowanie trz  esien ziemi (i
innych zjawisk)

Badania kosmiczne — kompresja danych, analiza zdj e¢ pochodz gcych z kosmosu,
analiza sygnatdbw pochodz acych z ré znych  czujnikdw
umieszczonych w przestrzeni

Medycyna - obrazowanie, przetwarzanie i analiza  sygnat 6w
biomedycznych, wspomaganie stuchu, inteligentne prote zy
konczyn, urz gdzenia do wspomagania funkcji narz gdow,
kompresja danych.

Sygnaty i ich klasyfikacja

Sygnaty:

deterministyczne losowe (procesy stochastyczne)
okresowe niestacjonarne
nieokresowe stacjonarne
(prawie okresowe ergodyczne

stany przej sciowe)




Przykiady sygnatow |

sygnaty deterministyczne
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Sygnat sinusoidalny

Ciag impulséw prostok gtnych sygnat cosinusoidalny thumiony

Przykiady sygnatow lI

sygnaty deterministyczne

N O

o 1000 1400 1600

Ciag paczek fali sinusoidalnej

Hee

Cigg impulséow gaussowskich (pojedyncza ewolucja — sygnat
sinusoidalny z obwiedni g gaussowsk g, tzw. paczka gaussowska).

Jest to sygnat pomiarowy stosowany np. w defektoskopi i




Procesy losowe (stochastyczne)

()} {x, ()} rodzina funkcji zmiennej losowej i
! ‘ czasu — proces stochastyczny

50 CEE 200 260 X (1) k-ta realizacja procesu - funkcja
1 1 1 1 czasu dla pewnej warto $ci zmiennej
losowej (wyniku zdarzenia losowego)

x.(t)

h o ;oo om
o

X(t;) warto $ci procesu dla ustalonego
czasu s g warto sciami zmiennej
losowej

X0

=)

a0 100 150 200 250
‘ ; ; : Zmienna losowa — funkcja okre $lona na zbiorze
zdarzen i przyjmuj gca warto $ci rzeczywiste (z

okre slonym prawdopodobie nAstwem)

n oo ;oo om

X4 (t)

Sygnaly ci ggte a sygnaty dyskretne

Sygnaty:
Ciagte (czasu ci agtego, analogowe)

-przebiegi parametréw zjawisk/proceséw fizycznych, o bserwowane np.
na ekranie oscyloskopu analogowego

-sygnat akustyczny (d zwiek)

dyskretne:

-dane gietdowe

-obserwacje aktywno $ci organizmoéw zywych

-dane pomiarowe/eksperymentalne po operacji probkowa nia!!l

-dane symulowane




Sygnaly ci ggte a sygnaty dyskretne

Sygnaly:

ciggte - we wspoéiczesnej technice i nauce

sygnat czasu ciaglego

bardzo rzadko s g obiektem przetwarzania,;

dyskretne - we wspoitczesnej technice i nauce

przetwarzanie dotyczy sygnatéw dyskretnych, "o
powstaj acych w wyniku konwersji analogow-

10 20 30

40

sygnat dyskretny

50

60

cyfrowej sygnatow ci

Al

i

agtych; ! ﬁ ’m
Sygnaty dyskretne bywaj g przedstawiane jako 0
sygnaly ci agte (latwiejsza interpretacja);

’

Podstawowe narz edzia przetwarzania sygnatow "o
omawiane s g w dziedzinie czasu ci agtego.
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Sygnat | - przebieg czasowy
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Powyzszy sygnat jest kombinacj
okresowych (sinusoidalnych). Jakie s
czestoliwo sci tych sktadowych??

g liniow g kilku sktadowych
g amplitudy i

Odpowied z na to pytanie na podstawie przebiegu czasowego
jest trudna, konieczny jest inny sposéb analizy syg natu.

Wykorzystuje zwi gzek miedzy okresem a cz estotliwo $cia.




Dziedzina czasu - dziedzina cz estotliwo Sci

NN rolo2n [
f w f

Sygnat okresowy zwi gzek okres-cz estotliwo §¢  widmo sygnatu
T — okres, f— cz estotliwo $¢, w— pulsacja (cz estotliwo $¢ kotowa)

Analiza sygnatu w dziedzinie cz estotliwo $ci — analiza widmowa!!

Sygnat | - wynik analizy widmowe]
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Sygnat zawiera 3 sktadowe o r6 znych
amplitudach i cz estotliwo $ciach




Sygnat Il - przebieg czasowy
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Jakie s g sktadowe sygnatu??

Sygnat Il - wynik analizy widmowe]
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Sygnat zawiera 3 sktadowe o r6 znych
amplitudach i cz estotliwo $ciach oraz szum




Poréwnanie przedstawienia sygnatu | i Il
w dziedzinie czasu i cz estotliwo Sci
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Sygnat Il - przebieg czasowy i wynik analizy widmowej
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Sygnat Il - wynik analizy widmowej

2000 T T

Sygnat zawiera 1 sktadow a
sinusoidaln g oraz szum o
duzej amplitudzie w

1000 |-+ oreaeenaees RS . stosunku do amplitudy
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Powy zej zaproponowano ograniczenie zakresu cz  estotliwo $ci sygnatu, tak,
aby zachowa ¢ interesuj gcg nas sktadow g sinusoidaln g. Ograniczenia takie
realizowane jest przy pomocy filtracji (uktad elektron iczny, algorytm - filtracja
cyfrowa).

Czerwony trapez ogranicza zbior sktadowych cz  estotliwo $ciowych, ktére
pozostan g w sygnale po filtracji.

Sygnat Il - etapy

10 T nE
! ! Sktadowa
sinusoidalna

Sktadowa
sinusoidalna z
szumem

10 ; ; Wynik filtracji
o ‘ ‘ sktadowej
| sinusoidalnej z
-10 1 1 szumem
0 05 1 15

t[s]




Zastosowania przetwarzania sygnatow - przykitady

Prezentacja czasowo-cz estotliwo sciowa sygnatu mowy — ,tre $¢" - rozklad mocy
sygnatu na ptaszczy znie czas-cz estotliwo $¢é. Widoczne tzw. formanty gtoski “e”.
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Zastosowania przetwarzania sygnatow - przyktady

Obrazy i sygnaty biomedyczne

Ultrasonografia

Wizualizacja struktur oraz rozktadu pr  edko sci przeptywu krwi

Dane prezentowane na obrazach USG (obrazy - sygnaty 2D)
czesto s g wynikiem przetwarzania ech (sygnatéw 1D).




Podstawy teoretyczne

przetwarzania sygnatéw

Warto $¢ srednia, energia, moc sygnatu




Warto ¢ srednia, energia, moc

Podstawowe parametry sygna tow to warto §¢ srednia,
energia i moc, zdefiniowane poni  zszymi zale zno sciami:

°3

warto §¢ srednia sygna tu w przedziale [t ,,t,]: Ex] = P— J'x(t)dt
2" hy
1 T
w przypadku sygna tu o niesko nczonym czasie trwania E[x] = IimE.[x(t)dt
T
-T

warto §¢ srednia jest nast epujaca wielko $cia graniczn a:

to+T

1
jesli sygna t jest okresowy o okresie T EX = T _|.X(t)dt
ot
Warto ¢ srednia, energia, moc
Energia sygna tu E, = TXZ (Hdt
Chim L T2
moc P, =lim— [ (t)dt
T-o 21— et

t,+T

1
w przypadku sygna tu okresowego moc: P, = T _[XZ ()t
ot

Kolejny parametr sygna tu stanowi jego warto $¢ skuteczna, réwna
pierwiastkowi kwadratowemu z mocy sygna  tu.




Energiai moc - klasyfikacja sygnatow

Sygnaty — ze wzgl edu na w tasciwo sci zdefiniowanych powy zej wielko §ci mo zna
podzieli ¢ na sygnaty o ograniczonej energii, je §li E <o, oraz sygnaty o
skonczonej mocy, je §li P <oo.

Moc sygna téw o ograniczonej energii jest rowna 0, za  § energia sygna téw o
skonczonej mocy jest niesko nczona.

Tak wiec mozemy mie ¢ do czynienia z sygna tami o ograniczonej energii i
sko nczonym czasie trwania, sygna tami o ograniczonej energii i

niesko nczonym czasie trwania, sygna tami nieokresowymi o ograniczonej
mocy (np. sygna t staty) oraz z sygna tami okresowymi o ograniczonej mocy.

Uwaga - sygnaty sprobkowane - jako sko  nczone zbiory prébek, mo zemy
traktowa € zaréwno jak sygnaty o sko Aczonym czasie trwania, jak i sygnaty
okresowe, ktérych przedtu zeniem okresowym jest wta $nie sprobkowany
sygnat.

Splot funkcji




Splot dwoch funkcji
Definicja LO* f,0) = [ f,@)f,(t-1)dr
Wiasciwo sci splotu

Przemienno $é fL(0)* f,(t) = f,(0)* f.(t)

Rozdzielno $¢
wzgl edem dodawania LOA RO+ 0] = LO* L0+ LO* 1)

f O[O f,O =[f.0)* (01" £

tacznosé

Splot dwdch funkgiji f,(0)* 1,(t) :Tfl(r)fz(t—r)dr

falt)

Przyktad 4
[ 1]

3

o
o

R (2

. . . '

odwrdcenie f ,(t) i zmiana

argumentu osi czasu!!! 3 :
A

0 3

f2(ts=1)

‘4 fi(t)
przesuni ecie f,(t) ot r—l
i i
t+ 0 A




faft]
2(t) |

[ 1]

Splot dwoch funkcji "
3 a -1 1
fltren) 1 fy(w)
Przyktad l/‘ 1
. [
oo t 0 <10 1
LO* 0 = [ L@, -1)dr
fi(1) fa(ts-1)
fufDfafti-y) |
Wyznaczenie catki z iloczynu f () i fo(t- \
t;) - czyli zakreskowanego pola : n_.\.‘ :
falth* fa(t)
otrzymujemy warto $¢€ splotu dlat=t ; e 4
f,(t)
; B AU
Splot dwoch funkcji t I_T t
3 [+] -1 1
} o) f4(7)
| 1]
Przyktad [/ T { 7
0 3 B 1
fa(ti-1) e
f(0)* f,(t) = j f(n)f,(t—r)dr elléj‘ T
o 1 4 0 1
ft, | A ftes
fi(dfa(tier) _ | ; 1 (hziz)(h _,§
-1 1

o

fi(t) * (1)

Wyznaczenie catki z iloczynu f 4(t) i fo(t-t,)
dla t, przebiegaj gcych zbioér [-4,1] daje
niezerowe warto $ci splotu.




Splot dwaoch funkcji (okien) prostok  gtnych

L@ | O

I @)

-T-a/2 -T -T+a/2

. f,(t) = Tfl(f) fo(t-7)dr

2 0 a2

T-al2 T T+ai2

f,(0) = f, ) + (1)

L@ [F(0+ f(0] = (0 (0 + f.()* f(1)

Splot dwaoch funkcji (okien) prostok  gtnych

L0 | fi@ VN0

a2 0 a2
Ta2 T T2 Ta/2 T T+al2

FO*f2® ) | £O* £

-4
| \

Ta T -T+a Ta T T+a

LO* 1,0 = | (O LE-Ddr

(1) = () + (1)

J@O* f1(0) L@ £ (0

|
\

Ta T T+a Ta T T+




Dystrybucja delta Diraca

Dystrybucja delta Diraca |

Definicja i w tasciwo $ci dystrybuciji
o) =1

dt)=0 dla tz0

[roet-t)= f,)

[f®a) = £(0)




Dystrybucja delta Diraca |

Definicje graniczne dystrybucji:

. 1 .
— —1(t - dzie 1(t) - skok
o(t) =lim,_, r[l(t +7/2)-1t-1/2) gjedno:(;t)kow f

ciag funkcji prostok atnych:

dla [t|< T, O poza tym

e 20t
J(t)—llm,m?[l 7] przedzia tem;

ciag funkcji tréjk atnych:

. k .
ciag funkgji sin(x)/x=sinc(x): o) =lim, ;Snc(kt)

Dystrybucja delta Diraca Il
Dystrybucja jako granica ci  ggu sinc:

o) =lim, ., %sinc(kt)

Ciag dystrybuciji : or(t) = id(t—kT)

Kk=-co




Splot funkcji z dystrybucj g delta Diraca |
Whiasciwo $ci s
dyst:ybucj? Diraca: _,[j 1At -t,) = f(t,)

£(t)* 3 = [ ()t -r)dr = £ (1)

Splot funkcji f ,(t) bedacej oknem prostok atnym o
amplitudzie A i czasie trwania a usytuowanym w

poczatku uktadu Arect(0,a) oraz funkcji f ,(t) -
delty Diraca, usytuowanej w pocz  atku uk tadu:

f,.(t) = dA(t+a/2)-1(t—al2)] = Arect(0,a)

f,(t) = (1)

f.(0)* 1,(0) = Tfl(r)d(t - 7)dr = f,(t) = Arec(0, A)

iy

=

i

1 =0

)

(1)

T

LiCart)

=
| [

Splot funkcji z dystrybucj g delta Diraca

Whasciwo $ci i
dystrybucji Diraca: Jf(t)J(t —t5) = f(t,)

+o0

£(t)* 3 = [ ()t -r)dr = £ (1)

-

Splot funkcji f ;(t) bedacej oknem prostok atnym o
amplitudzie A usytuowanym w przedziale [T-a/2,
T+a/2] oraz funkcji f ,(t) delty Diraca,
usytuowanej w pocz atku uk tadu:

f,(t) = Arect(-T,a)

f,(1) = a(t)

f,(0)* f,(t) = Tfl(r)d(t -7)dr = f,(t) = Arec(T, a)

A(fA)

f2{x)




Splot funkcji z dystrybucj g delta Diraca lll A

f()* 3(t) =Tf(r)6(t -7)dr = f(t)

-

Splot funkcji f ;(t) bedacej oknem prostok atnym o fii
amplitudzie A usytuowanym w przedziale [T-a/2, PN
T+a/2] oraz funkcji f ,(t) - pary delt Diraca, 2
usytuowanych w punktach -Ti T: T T o
f,(t) = Arect(0, a) E ] T
f,(t) =0(t+T)+o(t-T)
Nalezy wykorzysta ¢ rozdzielno $¢ splotu wzgl edem dodawania:
f(0)* f,(t) = L) *[0(t+T)+3(t-T)] = f,(t)* o(t+T)+ f,(t)* 5(t-T)
T Y
[ 1
=
. . 20
Splot funkcji z dystrybucj g 11l B T f I
T 0 T
Splot funkcji f 4(t) bedacej oknem prostok atnym Tm !
o amplitudzie A usytuowanym w przedziale [T- ‘ W ‘
a/2, T+al2] oraz funkcji f ,(t) - pary delt Diraca, PR T
usytuowanych w punktach -T i T: TQM
,(t) = Arec(0,a) 1 ﬁ ‘
f, () =3(t+T)+5(t-T) e
A A
Nalezy wykorzysta ¢ rozdzielno §¢ splotu wzgl edem [ ] [ ]
dodawania: {TT) {;)

f)* f,(0) = f,®)* o(t+T)+ f,(t)* o(t-T) =
= Tfl(r)J(HT -rdr+ Tfl(r)d(t—T -r)ydr=

= f(t+T)+ f,(t-T) = Arect(-T,a) + Arec(T,a)




Splot funkcji z dystrybucj g Diraca IV A

)

Splot funkcji f ,(t) bedacej sum a dwdch okien [—‘ A ﬂ
prostok atnych o amplitudzie A usytuowanych w = 5 n
przedziatach [-T-a/2, -T+a/2] oraz [T-a/2, T+a/2] = L
oraz funkcji f 4(t) - sumy dwoch delt Diraca o 2(
amplitudach k, usytuowanych w punktach -T i T. T i T
Mamy |

T 1] T t
f,(t) = Arect(-T,a) + Arec(T,a)

f,() = (t+T)+J(t-T) 59557

gdzie Arect(t,a) oznacza okno prostok atne Nalezy — wykorzysta ¢
usytuowane w punkcie t, o szeroko $ci (czasie rozdzielno §¢ splotu
trwania) a oraz amplitudzie A wzgl edem dodawania

T 0 T t

Splot funkcji z dystrybucj aq LI
delta Diraca IV B

Splot funkcji f ,(t) bedacej sum a
dwoch okien prostok gtnych oraz

=l
[

[T-a/2, T+a/2] oraz sumy dwdch 2w-) - =)
delt Diraca o amplitudach Kk, rﬁ i ’—‘ﬁ
usytuowanych w punktach -T i T. T i =
# — 13
Mamy it mt'r'zma
A " A
f,(t) = Arect(-T,a) + Arec(T,a) ,—| ,—‘
2 T o T 21

f,() =0(t+T)+o(t-T)
f,(t)* f,(t) =[Arect(-T,a) + Arec(T,a)] *[J(t+T)+5(t-T)] =
=[Arect(-T,a) + Arect(T,a)]* o(t+T) +[Arect(-T,a) + Arec(T,a)]* (t-T) =

= Arect(-T,a)* o(t+T) + Arect(T,a)* 5(t+T) + Arect(—T,a)d(t - T) + Arect(T,a)d(t - T)




Splot funkcji z dystrybucj a
delta Diraca IV C

Mamy
f,(t) = Arect(-T,a) + Arect(T,a)

f,(t) =3(t+T)+o(t-T)

[0
1 [* ™
T
- 0 T t
()
T 0 T 1
2{t- 1) 2-z)
T 0 T
[N} a
[t} YRy
24
A
21 T o T 21 f

f (t)* f,(t) = Arect(-T,a)* o(t+T) + Arect(T,a)* &(t+T) + Arect(—-T,a)d(t—T) + Arec(T,a)5(t-T) =

= Arect(—2T,a) + 2Arect(0,a) + Arect(2T,a)

Splot funkcji z ci ggiem dystrybuciji delta Diraca

5.0)= Z S(t-KT)
f(t)* o(t) = Tf (D)3t -7)dr = f (t)
[10et-t)= 1)

f(0)*8,.(1) = f(O)* id(t—kT) = Z f(t-KT)

r, EB(LKT)

| L.

] T mw o
i fl0 2 EB( t4T )

-




Splot funkcji z ci agiem dystrybuciji delta Diraca

f(0)* 5, (t) = f(t)* f;a(t— KT) = Z f(t—KT)

r, EB(tkT)

k=00 Kk=-co ar T

A

Q T
. fI0) »EB( kT )

I

Narzedzie budowania sygna tu okresowego - umo zliwiaj ace zwarty i wygodny w

analizie (zw taszcza w analizie widmowej) zapis formalny sygna  tu

np. okresowy przebieg prostok atny jest splotem ci agu delt Diraca o okresie

rownym okresowi tego przebiegu i pojedynczego okna pr
odpowiednich parametrach (amplituda, czas trwania).

ostok gtnego o

Liczby zespolone




Liczby zespolone

Liczba zespolona — para uporz agdkowana (x,y) liczb
rzeczywistych x, y OR

z=(X,y) X-czes¢€rzeczywistaz,y-cz eS¢ urojona z

Dziatania arytmetyczne na liczbach zespolonych
z=(x,y), w=(u,v) :

Dodawanie Z+W=(XY) +(UV) = (X+ U y+Vv)
Odejmowanie z-w=(xY) = (uV) =(x-uy-v)
Mnozenie zlw=(%Y) [(u,v) = (Xu— yv,xv+ yu)
z_(xy) :(xu+yv xv—yu)
Dzielenie woo(uv)  ut+vi UtV

Liczby zespolone

Liczba zespolona (x,0)- liczba rzeczywista x

Liczba zespolona (0,1) - jednostka urojona j (czasem i)

poniewa z (0D 101 =(-10)

jednostka urojona : j2=-1

poniewa z z=(xy)=(x0+(0,y) = (x0)+(0)(0,y)
to z=(XYy)=X+jy

cze$é rzeczywista: Re(2) = x

cze$é urojona: Im(z) =y




Liczby zespolone

Liczba sprz ezona z liczb g ,z": Z =(x-y)=x-jy

Inne zale zno $ci

zlw=(x+ jy)[(u+ jv) = (xu=yv) + j(xv+ yu)

ZZ = (% Y(%-Y) = (x+ jy)(x=jy) =x* +y?

Z_zZW _(X+jy)(u=v) _ (xu+yY)+ j(xv=-yu) _ (xu+yv) 4+ (v-yu)
W oww (Ut jv)u-jv) u?+v? u?+v? u?+v?

Liczby zespolone v 4 , Z=(xy)

Interpretacja graficzna: : >
X Re

Kazdemu punktowi P(x,y) ptaszczyzny Oxy y .

odpowiada liczba zespolona x+jy i odwrotnie. Z=2*(X,Y)

Oxy — ptaszczyzna zespolona

Liczbom zespolonym o cz esci urojonej rownej 0
odpowiada o $§ Ox, Imz=0, o $ rzeczywista.

Liczbom zespolonym o cz e$ci rzeczywistej rownej 0
odpowiada o $§ Oy, Rez=0, 0§ urojona.




Liczby zespolone

Im
modut liczby zespolonej: |z]=y/x* +y? z=(x,y)
zl
Interpretacja geometryczna — modut jest miar g dtugo $ci el .
promienia wodz gcego punktu (x,y), inaczej odlegto  $ci 2 aralz
tego punktu od pocz atku uktadu. 9@
”
argument liczby zespolonej z=x+jy<>0 Re
X X
COS¢ == i = l = 7}/
2 ey ST T ey
kazda liczba zespolona ma niesko nczenie wiele
argumentow, argument nale zacy do przedziatu (- Tt 11
nazywamy argumentem gtéwnym i oznaczamy arg z.
Zbiér argumentow
Argz={argz+2k 8.
Interpretacja geometryczna cd — argument jest miar g kata,
jaki tworzy wektor wodz gcy punktu (x,y) z osi g Rez.
Liczby zespolone
Zaleznosci
Jesliz,, z,0Z i z,#0, to:
ETAEAEA Arg(zz,) = Arg(z) + Arg(z,)
|21zl Arg(%) = Arg(z) - Arg(z,)
z, |z| 2

77 =z




Liczby zespolone

Posta ¢ trygonometryczna liczby zespolonej:

z2=4/X% +y?(cosg + jsing) =r(cosg + jsing)

iloczyn i iloraz dwdch liczb zespolonych w zapisie

trygonometrycznym:
z, =ry(cosg, + jsing,) z, =1,(cosg, + jsing,)
| 22, |=rir[cos(@; +@,) + jsin(@, +¢,)] |Zi |=|:*1 |[cos(¢, —¢,) + jsin(¢, — &)
wzér de Moivre’a: (cosg + jsing)" =cosng + jsinng

Liczby zespolone

Posta ¢ wyk tadnicza liczby zespolonej: z=/x% + e’ =rel? =rgi¥9?)

iloczyn i iloraz dwdch liczb zespolonych w zapisie
wyk tadniczym:

z=re” z,= e
| 72, [= 1,r,e/ @92 N SLEPNCTS
2 2
wzor de Moivre’a: 7" = "ein?

Z* - re*i¢ Z1/n - I,1/ e (arg z+2km)/n




Funkcje zespolone

Funkcja zespolona zmiennej rzeczywistej

Funkcja przyjmuj aca warto §ci zespolone, argument rzeczywisty

xOR,  f(X)=u(X)+jv(x)=Rez(x) + j Imz(x)

Funkcja zespolona zmiennej zespolonej

Funkcja przyjmuj aca warto §ci zespolone, argument zespolony

x,yOR, z=x+jy
fO=f(x+jy)=u(@)+iv(z)=u(x+jy)+iv(x+jy)=Re[f(z)] +  jIm[f(z)]

Funkcja zespolona zmiennej zespolonej R=1kOhm
LT
Przyktady: U (@) C=10yF U
T w
1 1
H(=—SC -_RC __ %
R+ L g+ L sta
sC RC
s=o0+ja - ja @0 = 100
1 1
= _JeC _ RC _ @
H(jw) = = ==
R—L  jo+t @t
jaC RC
e @ @
Hiw) = -
MO el o v

agH (ja) = -arctg(>)
w,

10° 10! 102 108




Funkcja zespolona zmiennej zespolonej

Przyk tad

H(e™) = . exp(-jak)

Przedstawienie funkcji w postaci modu  tu i fazy

H(e") =| H(e™) | exp(j arg[ H(e")])

Funkcja zespolona zmiennej zespolonej

Przyktad cd

H(E) = Y ep(- jak) = 3. exp(-] )"

jest to suma sko nczonego szeregu geometrycznego (N wyrazéw) o ilorazie

N-1 l_e—iaN
PNk —
exp(-ja) =—,
k=0 1-€
N-1 D 1-gieN _ e—jaN/Z(ejaN/Z _e—jaNIZ)

exp(-jw) = 1_ei@ 192 (I _ o2y

e'J




Funkcja zespolona zmiennej zespolonej

Przyktad

H(e™) = Y exp(- jak)
k=0

N-1 ) 1_e-juN e—jaN/z(ejmlz _e—jaN/Z)
exp(-ja) = =
0

1-g @ - e—jw/z(ejwlz_e—jwlz)

K=t

@ INI2 (IeNI2 _ g IiNi2) _ g IN12[cog( N /2) + j Sin(aN / 2) ~[cos(~aN /2) +  Sin(-aN / 2)]]

e—jw/Z(ejw/Z _e—jw/Z) e—jw/Z(ejw/Z _e—jw/Z)

Funkcja zespolona zmiennej zespolonej

N-1
Przyk tad H(e'®) = ZExp(— jek)
k=0

e “N"?[cos(aN /2) + jsin(eN /2) —cos(aN / 2) + jsin(@N /2)]] _

jwy —
H(e') = 192 (glvlz _griwz)

_2jsin(aN/2) e iN-Dwz - sin(aN/2) g iN-Dar2

" 2jsn@l2) sn(w/2) = H(e") |exp(arg[ H(e'*)])

sin(aN/2) |

I HE) H sin(w! 2)

arg(H(e')) = (N -Dw/ 2




Funkcja zespolona zmiennej zespolonej
N-1
Przyktad H(e') = " exp(- juk)
k=0

jest to suma sko nczonego szeregu
geometrycznego o iloraziee 7%

(&) = He) lexplarg H(& ) = T e

sin(N/2),

IHE A nwr2)

arg(H(e®)) = =(N -Dw/ 2

sin(aN/2) |
sin(w/ 2)

| HE™)

arg(H(E"“)) =—=(N-Dw/ 2




