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Uzyskiwane kompetencje

Znajomo ść podstawowych poj ęć i metod opisu sygnałów ci ągłych i
dyskretnych jedno- i dwuwymiarowych, znajomo ść podstaw
przetwarzania sygnałów i obrazów.

Umiej ętność przetwarzania sygnałów z wykorzystaniem poznanych 
metod i narz ędzi.

Zaliczenie przedmiotu

Egzamin - 70% oceny ko ńcowej.
Wymagane uzyskanie min. 50% pkt., w tym wynik z zada nia dotycz ącego
przekształcenia Fouriera i analizy widmowej min. 50%.

Laboratorium - 30% oceny ko ńcowej.
Wymagane uzyskanie min. 50% pkt. z laboratorium 

Liczba egzaminów – 2 w sesji zimowej, 1 w sesji popr awkowej



Informacja od dr in ż. Beaty Le śniak-Plewi ńskiej (kierownik laboratorium)

dalsze informacje przez USOS lub na stronie ZIB:

zib.mchtr.pw.edu.pl 
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Wprowadzenie

Podstawy teoretyczne 
przetwarzania sygnałów

Wykład I

Sygnały

Sygnał – funkcja czasu (najcz ęściej) przedstawiaj ąca przebieg

parametru pewnego zjawiska, wielko ści fizycznej
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Przykład sygnału – stan przej ściowy po udarze



Zastosowania przetwarzania sygnałów I

Telekomunikacja – usuwanie echa, kompresja, filtracj a, multipleksowanie,
wideokonferencje itd.

Technika militarna – echolokacja, radiolokacja, napr owadzanie pocisków,
bezpiecze ństwo informacji itd.

Przemysł – sterowanie, badania nieniszcz ące, analiza drga ń, mikrogeometria
powierzchni itd.

Technika samochodowa – inteligentne zawieszenia, ele ktroniczne sterowanie i
systemy hamowania, autonomiczny pojazd, systemy
nawigacyjne, kontrola ci śnienia w oponach, sterowanie
działaniem poduszek, multimedia – obecnie około 50% 
warto ści samochodu stanowi elektronika, głównie zwi ązana
z przetwarzaniem sygnałów.

Zastosowania przetwarzania sygnałów II

Identyfikacja obiektów (osób)

Analiza danych rynkowych i giełdowych

AGD – „inteligentne” pralki i lodówki 

Rozrywka/multimedia – kodowanie i kompresja obrazów i  sygnałów, efekty specjalne

Biologia, ekologia – analiza zmian populacji zwierz ąt, analiza aktywno ści organizmów



Zastosowania przetwarzania sygnałów III

Rozpoznawanie i generacja mowy

Geologia – poszukiwanie złó ż surowców, prognozowanie trz ęsień ziemi (i
innych zjawisk) 

Badania kosmiczne – kompresja danych, analiza zdj ęć pochodz ących z kosmosu,
analiza sygnałów pochodz ących z ró żnych czujników
umieszczonych w przestrzeni

Medycyna – obrazowanie, przetwarzanie i analiza sygnał ów
biomedycznych, wspomaganie słuchu, inteligentne prote zy
kończyn, urz ądzenia do wspomagania funkcji narz ądów,
kompresja danych.

Sygnały i ich klasyfikacja

Sygnały:

deterministyczne losowe (procesy stochastyczne)

okresowe
nieokresowe 
(prawie okresowe
stany przej ściowe)

niestacjonarne
stacjonarne
ergodyczne



Przykłady sygnałów I

sygnały deterministyczne

Ciąg impulsów prostok ątnych
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sygnał cosinusoidalny
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Sygnał sinusoidalny 
tłumiony

Przykłady sygnałów II

sygnały deterministyczne
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Ciąg paczek fali sinusoidalnej

Ciąg impulsów gaussowskich (pojedyncza ewolucja – sygnał
sinusoidalny z obwiedni ą gaussowsk ą, tzw. paczka gaussowska).

Jest to sygnał pomiarowy stosowany np. w defektoskopi i



Procesy losowe (stochastyczne)

{x k(t)} rodzina funkcji zmiennej losowej i
czasu – proces stochastyczny

xk(t) k-ta realizacja procesu - funkcja 
czasu dla pewnej warto ści zmiennej 
losowej (wyniku zdarzenia losowego)

X(t i) warto ści procesu dla ustalonego 
czasu s ą warto ściami zmiennej 
losowej

Zmienna losowa – funkcja okre ślona na zbiorze 
zdarzeń i przyjmuj ąca warto ści rzeczywiste (z 
określonym prawdopodobie ństwem)

Sygnały ci ągłe a sygnały dyskretne

Sygnały:

Ciągłe (czasu ci ągłego, analogowe)

-przebiegi parametrów zjawisk/procesów fizycznych, o bserwowane np. 
na ekranie oscyloskopu analogowego

-sygnał akustyczny (d źwięk) 

dyskretne: 

-dane giełdowe

-obserwacje aktywno ści organizmów żywych

-dane pomiarowe/eksperymentalne po operacji próbkowa nia!!!

-dane symulowane



Sygnały ci ągłe a sygnały dyskretne

Sygnały:

ciągłe - we współczesnej technice i nauce 
bardzo rzadko s ą obiektem przetwarzania;

dyskretne - we współczesnej technice i nauce 
przetwarzanie dotyczy sygnałów dyskretnych, 
powstaj ących w wyniku konwersji analogow-
cyfrowej sygnałów ci ągłych;

Sygnały dyskretne bywaj ą przedstawiane jako 
sygnały ci ągłe (łatwiejsza interpretacja); 

Podstawowe narz ędzia przetwarzania sygnałów 
omawiane s ą w dziedzinie czasu ci ągłego.
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Sygnał I - przebieg czasowy

Powyższy sygnał jest kombinacj ą liniow ą kilku składowych 
okresowych (sinusoidalnych). Jakie s ą amplitudy i
częstoliwo ści tych składowych??

Odpowied ź na to pytanie na podstawie przebiegu czasowego 
jest trudna, konieczny jest inny sposób analizy syg nału.

Wykorzystuje zwi ązek między okresem a cz ęstotliwo ścią.



Sygnał okresowy zwi ązek okres-cz ęstotliwo ść widmo sygnału

T – okres, f – cz ęstotliwo ść, ω – pulsacja (cz ęstotliwo ść kołowa)

Analiza sygnału w dziedzinie cz ęstotliwo ści – analiza widmowa!!

ω
π21 ==

f
T

Dziedzina czasu – dziedzina cz ęstotliwo ści
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Sygnał I - wynik analizy widmowej

Sygnał zawiera 3 składowe o ró żnych 
amplitudach i cz ęstotliwo ściach
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Sygnał II - przebieg czasowy

Jakie s ą składowe sygnału??
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Sygnał II - wynik analizy widmowej

Sygnał zawiera 3 składowe o ró żnych 
amplitudach i cz ęstotliwo ściach oraz szum
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Porównanie przedstawienia sygnału I i II 
w dziedzinie czasu i cz ęstotliwo ści 
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Sygnał III - przebieg czasowy i wynik analizy widmowej

Sygnał zawiera 1 składow ą
sinusoidaln ą oraz szum o
dużej amplitudzie w
stosunku do amplitudy 
składowej sinusoidalnej. 

TRUDNA INTERPRETACJA !!



Sygnał III - wynik analizy widmowej

Sygnał zawiera 1 składow ą
sinusoidaln ą oraz szum o
dużej amplitudzie w
stosunku do amplitudy 
składowej sinusoidalnej. 

TRUDNA INTERPRETACJA !!

Powyżej zaproponowano ograniczenie zakresu cz ęstotliwo ści sygnału, tak,
aby zachowa ć interesuj ącą nas składow ą sinusoidaln ą. Ograniczenia takie 
realizowane jest przy pomocy filtracji (układ elektron iczny, algorytm - filtracja 
cyfrowa). 

Czerwony trapez ogranicza zbiór składowych cz ęstotliwo ściowych, które 
pozostan ą w sygnale po filtracji.
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Sygnał III - etapy

Składowa 
sinusoidalna

Składowa 
sinusoidalna z
szumem

Wynik filtracji 
składowej 
sinusoidalnej z
szumem



Prezentacja czasowo-cz ęstotliwo ściowa sygnału mowy – „tre ść” - rozkład mocy 
sygnału na płaszczy źnie czas-cz ęstotliwo ść. Widoczne tzw. formanty głoski “e”.

czas   →

czas →
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Zastosowania przetwarzania sygnałów - przykłady

Obrazy i sygnały biomedyczne

Ultrasonografia

Zastosowania przetwarzania sygnałów - przykłady

Wizualizacja struktur oraz rozkładu pr ędko ści przepływu krwi

Dane prezentowane na obrazach USG (obrazy - sygnały 2D)
często s ą wynikiem przetwarzania ech (sygnałów 1D).



Podstawy teoretyczne 

przetwarzania sygnałów

Wartość średnia, energia, moc sygnału



Wartość średnia, energia, moc 
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Podstawowe parametry sygna łów to warto ść średnia, 
energia i moc, zdefiniowane poni ższymi zale żnościami:

warto ść średnia sygna łu w przedziale [t 1,t2]:

w przypadku sygna łu o niesko ńczonym czasie trwania 
warto ść średnia jest nast ępuj ącą wielko ścią graniczn ą: 

jeśli sygna ł jest okresowy o okresie T o

Energia sygna łu 

moc 

w przypadku sygna łu okresowego moc: 
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Wartość średnia, energia, moc 

Kolejny parametr sygna łu stanowi jego warto ść skuteczna, równa 
pierwiastkowi kwadratowemu z mocy sygna łu. 



Sygna ły – ze wzgl ędu na w łaściwo ści zdefiniowanych powy żej wielko ści mo żna 
podzieli ć na sygna ły o ograniczonej energii, je śli E x<∞, oraz sygna ły o 
sko ńczonej mocy, je śli P x<∞. 

Moc sygna łów o ograniczonej energii jest równa 0, za ś energia sygna łów o 
sko ńczonej mocy jest niesko ńczona. 

Tak wi ęc mo żemy mie ć do czynienia z sygna łami o ograniczonej energii i 
sko ńczonym czasie trwania, sygna łami o ograniczonej energii i 
niesko ńczonym czasie trwania, sygna łami nieokresowymi o ograniczonej 
mocy (np. sygna ł sta ły) oraz z sygna łami okresowymi o ograniczonej mocy.

Uwaga - sygnały spróbkowane - jako sko ńczone zbiory próbek, mo żemy 
traktowa ć zarówno jak sygnały o sko ńczonym czasie trwania, jak i sygnały 
okresowe, których przedłu żeniem okresowym jest wła śnie spróbkowany 
sygnał.

Energia i moc - klasyfikacja sygnałów

Splot funkcji



Splot dwóch funkcji
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Właściwo ści splotu

Przemienno ść
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Przykład

odwrócenie f 2(t) i zmiana 
argumentu osi czasu!!!

przesuni ęcie f 2(t) o t 1



Splot dwóch funkcji
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Przykład

Wyznaczenie całki z iloczynu f 1(t) i f 2(t-
t1) - czyli zakreskowanego pola 

otrzymujemy warto ść splotu dla t= t 1

Splot dwóch funkcji
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Przykład

Wyznaczenie całki z iloczynu f 1(t) i f 2(t- t1)
dla t 1 przebiegaj ących zbiór [-4,1] daje 
niezerowe warto ści splotu.



Splot dwóch funkcji (okien) prostok ątnych
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Splot dwóch funkcji (okien) prostok ątnych
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Dystrybucja delta Diraca

Dystrybucja delta Diraca I
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Definicja i w łaściwo ści dystrybucji
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Dystrybucja delta Diraca I

Definicje graniczne dystrybucji:

ciąg funkcji prostok ątnych:

ciąg funkcji trójk ątnych: 

ciąg funkcji sin(x)/x=sinc(x): 
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Dystrybucja jako granica ci ągu sinc: 

Dystrybucja delta Diraca II
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Splot funkcji z dystrybucj ą delta Diraca I
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Splot funkcji f 1(t) będącej oknem prostok ątnym o
amplitudzie A i czasie trwania a usytuowanym w
pocz ątku uk ładu Arect(0,a) oraz funkcji f 2(t) -
delty Diraca, usytuowanej w pocz ątku uk ładu:

Właściwo ści 
dystrybucji Diraca:
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Splot funkcji z dystrybucj ą delta Diraca II
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Splot funkcji f 1(t) będącej oknem prostok ątnym o
amplitudzie A usytuowanym w przedziale [T-a/2, 
T+a/2] oraz funkcji f 2(t) - delty Diraca,
usytuowanej w pocz ątku uk ładu:

Właściwo ści 
dystrybucji Diraca:
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Splot funkcji z dystrybucj ą delta Diraca III A

Splot funkcji f 1(t) będącej oknem prostok ątnym o
amplitudzie A usytuowanym w przedziale [T-a/2, 
T+a/2] oraz funkcji f 2(t) - pary delt Diraca,
usytuowanych w punktach -T i T:
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Należy wykorzysta ć rozdzielno ść splotu wzgl ędem dodawania: 

Splot funkcji z dystrybucj ą III B

Splot funkcji f 1(t) będącej oknem prostok ątnym
o amplitudzie A usytuowanym w przedziale [T-
a/2, T+a/2] oraz funkcji f 2(t) - pary delt Diraca,
usytuowanych w punktach -T i T:
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Należy wykorzysta ć rozdzielno ść splotu wzgl ędem 
dodawania: 



Splot funkcji z dystrybucj ą Diraca IV A

Splot funkcji f 1(t) będącej sum ą dwóch okien 
prostok ątnych o amplitudzie A usytuowanych w
przedzia łach [-T-a/2, -T+a/2] oraz [T-a/2, T+a/2]
oraz funkcji f 1(t) - sumy dwóch delt Diraca o
amplitudach k, usytuowanych w punktach -T i T.
Mamy
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Należy wykorzysta ć

rozdzielno ść splotu 
wzgl ędem dodawania 

gdzie Arect(t,a) oznacza okno prostok ątne 
usytuowane w punkcie t, o szeroko ści (czasie 
trwania) a oraz amplitudzie A

Splot funkcji z dystrybucj ą
delta Diraca IV B
Splot funkcji f 1(t) będącej sum ą

dwóch okien prostok ątnych oraz
[T-a/2, T+a/2] oraz sumy dwóch 
delt Diraca o amplitudach k,
usytuowanych w punktach -T i T.
Mamy
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Splot funkcji z dystrybucj ą
delta Diraca IV C

Mamy
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Splot funkcji z ci ągiem dystrybucji delta Diraca
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Splot funkcji z ci ągiem dystrybucji delta Diraca
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Narzędzie budowania sygna łu okresowego - umo żliwiaj ące zwarty i wygodny w
analizie (zw łaszcza w analizie widmowej) zapis formalny sygna łu!!!!

np. okresowy przebieg prostok ątny jest splotem ci ągu delt Diraca o okresie 
równym okresowi tego przebiegu i pojedynczego okna pr ostok ątnego o
odpowiednich parametrach (amplituda, czas trwania).

Liczby zespolone



Liczby zespolone

Liczba zespolona – para uporz ądkowana (x,y) liczb 
rzeczywistych x, y ∈R

z=(x,y) x - cz ęść rzeczywista z, y - cz ęść urojona z

Działania arytmetyczne na liczbach zespolonych
z=(x,y), w=(u,v) :
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Mnożenie

Dzielenie

Liczby zespolone

Liczba zespolona (x,0)- liczba rzeczywista x

Liczba zespolona (0,1) - jednostka urojona j (czasem  i)

poniewa ż

jednostka urojona :

poniewa ż

to

część rzeczywista:

część urojona:
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Liczby zespolone

Liczba sprz ężona z liczb ą „z”:

Inne zale żności
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Liczby zespolone

Interpretacja graficzna:

Każdemu punktowi P(x,y) płaszczyzny Oxy
odpowiada liczba zespolona x+jy i odwrotnie.

Oxy – płaszczyzna zespolona

Liczbom zespolonym o cz ęści urojonej równej 0 
odpowiada o ś Ox, Imz=0, oś rzeczywista.

Liczbom zespolonym o cz ęści rzeczywistej równej 0 
odpowiada o ś Oy, Rez=0, oś urojona.



Liczby zespolone

moduł liczby zespolonej:

Interpretacja geometryczna – moduł jest miar ą długo ści 
promienia wodz ącego punktu (x,y), inaczej odległo ści 
tego punktu od pocz ątku układu.

argument liczby zespolonej z=x+jy<>0

każda liczba zespolona ma niesko ńczenie wiele 
argumentów, argument nale żący do przedziału (- π, π] 
nazywamy argumentem głównym i oznaczamy arg z. 
Zbiór argumentów

Argz={argz+2k π}.

Interpretacja geometryczna cd – argument jest miar ą kąta, 
jaki tworzy wektor wodz ący punktu (x,y) z osi ą Rez.
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Liczby zespolone

Zależności

Jeśli z1, z2∈Z i z2≠0, to:
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Liczby zespolone

Posta ć trygonometryczna liczby zespolonej:

iloczyn i iloraz dwóch liczb zespolonych w zapisie 
trygonometrycznym:
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Liczby zespolone

Posta ć wyk ładnicza liczby zespolonej: 

iloczyn i iloraz dwóch liczb zespolonych w zapisie 
wyk ładniczym:

wzór de Moivre’a:
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Funkcje zespolone

Funkcja zespolona zmiennej rzeczywistej

Funkcja przyjmuj ąca warto ści zespolone, argument rzeczywisty

x∈R, f(x)=u(x)+jv(x)=Rez(x) + j Imz(x)

Funkcja zespolona zmiennej zespolonej

Funkcja przyjmuj ąca warto ści zespolone, argument zespolony

x,y∈R, z=x+jy

f(t)=f(x+jy)=u(z)+jv(z)=u(x+jy)+jv(x+jy)=Re[f(z)] + j Im[f(z)]

Funkcja zespolona zmiennej zespolonej

Przyk łady:
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Funkcja zespolona zmiennej zespolonej

Przyk ład

Przedstawienie funkcji w postaci modu łu i fazy
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Funkcja zespolona zmiennej zespolonej

Przyk ład
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Funkcja zespolona zmiennej zespolonej
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Funkcja zespolona zmiennej zespolonej

Przyk ład

jest to suma sko ńczonego szeregu 
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