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Szereg Fouriera
i
przeksztalcenie Fouriera

Jean Baptiste Joseph Fourier
21.03.1768 — 16.05.1830

1822 — stwierdzit, ze pewne funkcje mozna przedstawi¢
w postaci nieskonczonej sumy harmonicznych

teoria transmisji ciepta, teoria drgan, efekt szklarniowy,
prace nad liczbg rozwigzan rownan algebraicznych
sekretarz Akademii Francuskiej, cztonekKroélewskiej
Szwedzkiej Akademii Nauk
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Trygonometryczny szereg Fouriera

f(t) — okresowa, okres T, spetnia warunki Dirichleta;

rozwiniecie f(t) w szereg trygonometryczny Fouriera:

f®=a,+ Z[an cos(nwyt) + b, sin(nw,t)] T=2rlay, n=0, +1, £2, ....
n=1l

wspoétczynniki rozwiniecia:

Ti2 T/2 T/2

a, = % Tj/ {(t)dt a,= %Tj/ {(z) cos(naw,t)dt b, = % Tj/ Zf(t)sin(na)ot)dz
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Wyktadniczy szereg Fouriera

1= S F, exp(jnoy)

rozwiniecie f(t) w szereg wyktadniczy Fouriera:

j S () exp(—jnawyt)do

~T/2

1
T

Fn

wspoétczynniki rozwiniecia

Jarg(F,)

F

F =|F,

n

{IF.[} - widmo amplitudowe, {arg(F, )} — widmo fazowe

e

{IF.I?} - widmo mocy sygnatu f(t)

Zwigzek miedzy wspoétczynnikami rozwiniecia w szereg

wyktadniczy i w szereg trygonometryczny:
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Przyktady rozwinie¢ w SF |

i . Tt
rect;(t) - ciag impulséw prostokatnych o T
wspotczynniku wypetnienia /T
4 T=025
0.0 T 1=02
wspotczynniki rozwiniecia: A ‘[\
| - cTTY T J,U""’:"‘“ L P"]‘U'LJJ/L CITr.o
F =— J‘rectT (t)exp(—jnwyt)dt = 0.05 M 103
-T/2 I’” T=0.1
177 At . na,r
__ 7 - T=1
= jAexp( Jjnayt)dt = T sinc(; B ) ©=0.05 e s
ﬂmﬂﬂlﬂl]ﬂFﬂﬁlllﬂm;E' am w

/2

T=2nlw,
przebiegi wspoétczynnikow rozwiniecia
dla réznych wartosci T i ustalonej

wartosci 7.
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Przyktady rozwinie¢ w SF |

A
recty(t) - cigg impulsow prostokatnych o m H |—| |—| H
wspotczynniku wypetnienia 1/T: ‘ L
TT ot

T=27/a,

wspotczynniki rozwiniecia:

F, = ﬂsin c(na)[,r)
T 2

rozwiniecie funkcji rect(t) :

4o Ar =
rect, (t)= D F, exp(jne,t) = 71- > sin c(n(;‘)r

INIA EUROPEJSKA
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)exp(jna,t)
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Przyktady rozwinie¢ w SF la

I o : . .
Dla wypetnienia 50% i symetrii mamy: 0 dlan parzystych
24 . , nw
F,=——sin"(—) =724 .
jnw 2 ~—— dla n nieparzystych
Jr

Rozwiniecie w szereg Fouriera:

rect, (t) = 2‘—A[ Z lsinz (%) exp(jnm,t)] :ﬁ[sin(a)ot) + %sin(3a)0t) + é sin(Swt) +....]
j V4

n=—o

przebieg prostokatny jest wiec sumg nieparzystych harmonicznych z
malejacymi amplitudami
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recty (1) = 22
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z 1 sin® (M) exp(jnm,t)] :ﬁ[sin(mﬂt) + 1sin(3a)0t) + 1 sin(Sa,t) +....]
n 2 V4 3 5

n nieparzystych
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Przyktady rozwinie¢ w SF Il

Ciag 8,(t): (0= Lou—k1)

wspotczynniki rozwiniecia:

T/2 4w
F, -1 | Do66—kT)exp(=jnoyt)dt =
Tfr/zk:%
1 T/2 1
=— | o) exp(—jnw,t)dt = —
T,TL() P jney)dt =

T=2r/a,
rozwinigcie ciggu d.(t): :

+0 X 1 +00 .
5,(t)= Y F, exp(jnm,t) = T > exp(jne,t) =

H KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STEATCGIA $50INO4CH

(e
L]

-2@0 -@o0 0 o0 2@0

@, & '
— exp(jnw,t
o 2; P(in@yt)
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Przeksztalcenie Fouriera

Proste i odwrotne przeksztatcenia Fouriera funkcji f(t)

F(o)=F{f(t)}

f(t)}>F (o)

F(o) = [ f()exp(-jor)dt

-

f@)= iIF(a}) exp(jot)dw

(istniejg gdy f(t) jest bezwzglednie catkowalna)

Zapis

F(a)) — ‘F(w)‘ejarg(l’(w))

|F(w)| - widmo gestosci amplitudy

arg(F(w)) - widmo fazowe
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Wybrane witasciwosci przeksztatcenia Fouriera |

Liniowosé:

f,(t)oF, (@), f,(t)oF,(0)
Podobienstwo:

Symetria:

H KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STEATCGIA $50INO4CH

f(t) © F(o) =

= Af, (t)+Bf,(t)<>AF, (@)+BF (@)

Fif(at)} = iF(g)

lal

F(t) ©2nf(-o)
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Wybrane witasciwosci przeksztatcenia Fouriera Il

Transformata pochodnej f(t)

f(t) & F(o) = f(t) & (jo)F(0) f'(t) & (jo)"F(o)

Przesuniecie w czasie

f(t) & F(o) = f(t-t)) & exp(-jot,)F(m)
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Wybrane witasciwosci przeksztatcenia Fouriera lll

Transformata splotu funkcji f,(t)oF, (@), f(t)>F, (o)

jest iloczynem transformat

splatanych funkcji!!! F{LO* [,(0)} = F(@)F, (w)
Transformata iloczynu funkcji f,(t)oF, (@), f(t)>F,(0)
jest splotem transformat F{,(0)f,0)}) = ZLF‘ () * F, (o)

T
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Przyktady transformat Fourieral
Sygnat prostokatny o czasie trwania T rect(T):
- ri2 . Ti2 T2 ¢
F(o)= Irect(T) exp(—jot)dt = J.A exp(—jwt)dt = —A—exp(—jrt)|'),=
o -T2 Jo
sin(w—T)
=i[exp(—ja}T/2)—exp(ja)T/2)]=42jsin(wT/2)=AT 2 =ATsinc(w—T)
jo jo ol 2
2
AT ,'r -'|
|III Ill'
TF sygnatu prostokatnego: [
| A II
oT III Ilu
F(@) = ATsine(=) I.' '|
/_\I!] a"f\\‘, |'I \ ,*':-\‘-_ ~
~ S\ awr | T N N
gy \ [
g omeon = kN ez
PROGRAM ROZWOJOWY &
POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]
Przyktady transformat Fouriera |
Sygnat prostokatny o czasie trwania T rect(T):
|
TF sygnatu prostokatnego: T I.'I | e
/N 1;" X .'I \ I;" N
F() = ATsin c(%T) s :ﬂz"’f\ | Jar

w, =2kTr/T=+211/T, +471/T, £61/T.....

Potozenia pierwszych ekstreméw (listkow bocznych)

3mw/2-mm/T
Poziom listka glownego wykresu ciagtego — AT

Modut pierwszego listka bocznego - 2AT/3mw (ATsinc(31/2);

E xarBtosunek modutéw listka pierwszego i gtéwnego — 2/3w=0.21

Potozenia zer — pierwsze dla wT/2=km; kolejne pulsacje wynosza

wT/2=+3m/2; kolejne pulsacje wynosza w_ = 3mw/2+mm/T oraz w, = -

dla
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Przyktady transformat Fourieral

|F(w)| oT
Sygnat prostokatny o czasie trwania T rect(T): AT

=lsine(=5)|

Znormalizowany modut TF, linia ciggta
— wynik dla czasu trwania sygnatu T;

linia przerywana — czas trwania T/2.

Potozenia pierwszych zer - dla wT/2=km; kolejne pulsacje wynosza
W, =2KTr/T==211/T, +47/T, £61/T.....

Polozenia pierwszych ekstremoéw (listkbw bocznych) — dla wT/2=+3m/2; kolejne
pulsacje wynosza w,= 3m/2+mm/T oraz w,,= -3mw/2-mt/T

Poziom listka gtéwnego wykresu ciggtego — 1
Modut pierwszego listka bocznego po normalizacji 2/3mw

Stosunek modutéw listka pierwszego i gléwnego — 2/31w=0.21
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Przyktady transformat Fouriera Il

Dystrybucja delta Diraca:

Wiasciwosé dystrybucii: [r0s@-1)=1@) = f F08@) = £(0)
Transformata dystrybucji:

F{o@t)} = T&(t)exp(—ja)t)dt =1

fit) Flo)

5(1) =
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Przyktady transformat Fouriera Il

f
Funkcja stala O

TF nie istnieje w mysl definicji — funkcja nie jest 0
bezwglednie  catkowalna. Mozna wyznaczy¢
wartos¢ gtowng TF przy T->+co:

Definicja delty Diraca:

T2
F(@)=tim, .. [exp(~jond: =lim,_,, Tsinc(“) = i
R 2 5() =lim,_,, *sinc(kr)
Va

—lim,_, 27 sin (L) = 275(w)
2r 2

0 Flo)
—_ =) 215(0)
— 1 =
H KAPITAL LUDZKI T2 0 T2 0 ) T m
NARODOWA STEATEGIA SPOINOSCH FUNDUSZ SPOLECZNY

PROGRAM ROZWOJOWY
POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]

Przyktady transformat Fouriera IV

Funkcja stata

Wiasciwos¢ symetrii TF 111! f(t) & F(o) F(t) ©2nf(-o)
Flo)
Skoro TF delty Diraca 1
jest funkcja stata:
F{o()} = Té‘(t) exp(—jot)dt =1 0 ®
Na mocy wilasciwosci F() = 2725(~0) = 275(0)

symetrii TF transformata
funkcji statlej ma postac

delty Diraca: Fle)

21d(m)

INIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI 2 El.lluRDPEsJSKI
NARODOWA STEATIGHA SPOINOLCI FUNDUSZ SPOLECZNY
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Przyktady transformat Fouriera V

Sygnat cosinusoidalny o ograniczonym czasie
trwania (paczka) i jednostkowej amplitudzie

-T2 T2
T/2 1 T2
F(w)= Jcos(w“t) exp(—jot)dt = 3 J[exp(ja)ot) +exp(—jw,t)]exp(—jot)dt =
-T/2 -T/2
1 T2
=5 [Texp(j(o— o) +exp(-j(@+ o)kt =
-T

2
L
2 j(o-ay)

= g[sinc((w_zw" )T) +sinc(

exp(—j(@+ )N 11, =

> -1
i _ ¢ T2 -
exp(=j(@=a,)) |72 2 j(o+w,)

)

(@ + w,)T

Modut TF paczki funkcji
\ cosinus o czasie twania
r \ T, o$ Y znormalizowana

do T/2

iy il
0.2 f
A e [ AT

- " UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI ~2pifo 0 2pifo EUROPEISKI
NARODOWA STEATEGIA SPOINDLC FUNDUSZ SPOLECZNY

PROGRAM ROZWOJOWY
POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]

Przyktady transformat Fouriera VI

Sygnat cosinusoidalny

TF nie istnieje w sensie definicji, poniewaz funkcja cosinus nie jest
bezwzglednie catkowalna. Mozna wyznaczy¢ wartos¢ gtéwnag TF paczki fali
cos przy T->+co.

T/2 T
F(o)= Jcos(a)ot) exp(—jot)dt = E[sin c(

-T/2

(0-w,

5 )T 4 sine(@r @)l

)]
Definicja delty Diraca:

o(t)=lim,_, k sinc(kt)
V4

Fieos(@y)} = lim,_, a[~—sine( =) . T g @@l
2z 2 2z
=7[d(w—w,)+ (v +w,)]
F )

[ Y

= ] -
> UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI . EUROPEJSKI
NARODOWA STEATCGHA $POINOLC FUNDUSZ SPOLECZNY
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Sygnat sinusoidalny

Fisin(@,),} = j%[fsinc((w _2“’0 )T 4 sine(

Przyktady transformat Fouriera VII

TF nie istnieje w sensie definicji. Mozna wyznaczy¢ wartos¢ gtéwna TF paczki
fali sin przy T->+«. TF paczki fali sin:

(0 +w,))T

F{sin(wyt)} = ja[-0(w—w,) + (o + @,)]

H KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STEATCGIA $50INO4CH

> )

i F (e}

|

&
H—s

3

( na rysunku jF(w)!!)
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Przyktady transformat Fouriera VIl

Zespolony sygnat wyktadniczy

exp(jm,t) = cos(w,t) + j sin(w,t)

Sygnat cosinusoidalny

Sygnat sinusoidalny - jF{sin(w,t)}

Flexp(joy)} = F{cos(@,0)} + jF {sin(@y)} =

=7[8(0 -0, + (@ +w)]+ j(ja[-5(@ - 0,) + (0 +®,)]) = 275 (0 — @) 2z

Jest to tzw. sygnal analityczny — posiada niezerowe wartosci

widma tylko po jednej stronie poczatku uktadu

H KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STEATCGIA $50INO4CH

X
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Przyktady transformat Fouriera IX

TF dowolnej funkcji okresowej nie istnieje w sensie definicji

Mozna taka funkcje rozwingé w SF, potem przeprowadzi¢ TF szeregu -
poniewaz znamy TF zespolonej funkcji wyktadniczej!!!

Przebieg prostokatny rect;(t) (okres T,wypetnienie t/T, amplituda A, w,=21/T):

Sposob |

Wyznaczamy rozwinigcie w SF
sygnatu prostokatnego, a nastepnie
TF rozwinigcia:

Firect, (0} = F{3 F, exp(jno,0)} =

n=-»

27T & . nw,T
=20 Slw— =
T nimsmc( 2 )o(w—naw,)

- 2’;" LS sin c(%)s(w )

n=—0

E KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STEATCGIA $50INO4CH

Wspétczynniki rozwinigcia SF

T-7/2

At no,t

F, =— |exp(~jnw,t)dt = —sin c(——
,,Tfp(JU) 7 Sine=-)

-r/2

UNIA EUROPEJSKA
EUROPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

£ = Y F, expljnoy) F(@) =22 Y F,8(0-n0,)
S(t)
Ciag dystrybucji Diraca l ] l [ l l l l | ” ‘
posiada nastepujace rozwiniecie w SF: I Ll o !
5,0 = X F.explnont) =+ Fexplinen) T
wodupfe)
wobec tego jego TF jest réwna: i l ‘ | l
F{ﬁr(t)}:2?””25(0)—”%):%’25(0’—"%) =4 w
E KAPTALLUDZK), oo T -
PROGRAM ROZWOQOJOWY
POLITECHNIKI WARSZAWSKIE] |:hA
Przyktady transformat Fouriera X | |_| |_| |_| ﬂ
—_— t
T T
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Przyktady transformat Fouriera XI

Przebieg prostokatny rect;(t) (okres T,wypetnienie /T, amplituda A, w,=2/T):

Sposob i

okresowy sygnat prostokatny jest wynikiem splotu okresowego ciggu delt Diraca
o okresie T i okna prostokatnego o amplitudzie A i czasie trwania t

k=-0 k=—0

rect, (t) = rect(t) * 6, (t) = rect(t) * f‘ﬁ(t —kT) = frect(t —kT) I] A

TF splotu funkc;ji jest iloczynem TF!

FULO* (0} = F()F, (w) . .

Py
F{0. == > 6(w—
TF obu splatanych o0} T ;o (@=nay)

funkcji znamy!!!

A

J:L LA
) wr - [ll,,L
F(w)= Arsmc(7) 0 t
UNIA EUROPEJSKA
E KAPITAt LUDZKI EUROPEJSKI m
NARODOWA STEATIGHA SPOINOLCI FUNDUSZ SPOLECZNY
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Przyktady transformat Fouriera XII

Przebieg prostokatny rect;(t) (okres T,wypetnienie t/T, amplituda A, w,=21/T):

Sposob i

okresowy sygnal prostokatny jest wynikiem F{&T(t)}:zl i(s(w_nwo)
splotu okresowego ciggu delt Diraca o n=-o

okresie T i okna prostokatnego o amplitudzie _ . oT

Ai czasie trwania © Fle)= Arsmc(T)

Flrect, (1)} = F{6, (1)} F{rect(r)} = [2—7[ i&(w— nw,)]Arsin c(%) =

n=-x

= 27;:“ z sinc(nazl"r)ﬁ(wfnwu) =

=0

- 2’;" LS sin c(%)s(w —ney)

=0

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STEATIGHA SPOINOLCI FUNDUSZ SPOLECZNY
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Transformacja Fouriera — podsumowanie wiasciwosci

Sygnat rzeczywisty parzysty - TF rzeczywista, parzysta
przyktad cos(w,t), rect(t)

Sygnat rzeczywisty nieparzysty - TF urojona, nieparzysta
przyktad sin(mgt),

Sygnat urojony parzysty - TF urojona, parzysta
przyktad jcos(mt)

Sygnat urojony nieparzysty - TF rzeczywista, nieparzysta
przyktad jsin(w,t)

INIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI 2 El.lluRDPEsJSKI
NARODOWA STEATCGHA $POINOLC FUNDUSZ SPOLECZNY
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Transformata Fouriera Xlli 2mT

lloczyn funkcji cosinusoidalnej o

pulsacji Q i ciggu delt Diraca o okresie _—

T=21lw, 0>>Q 20, -0 0 @y 20 of
m S
5,() = Y.6(t—kT) Fi5, (0} =2y 8- na,)
= .= Flo)
n s

F{cos(Qt)} =7[0(0—-Q)+ (w0 +Q)]

TF iloczynu funkcji jest splotem transformat!

Nalezy wyznaczy¢ splot TF funkcji cosinusoidalnej i TF ciaggu delt Diraca!!!

F{cos(Qt)o,(1)} = % F{cos(Qt)}*F{o,(t)}
4

INIA EUROPEJSKA
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Transformata Fouriera XIV S

_2(90 -®yg 0 @y 2(90 |

lloczyn funkcji cosinusoidalnej o pulsacji Q i
ciggu delt Diraca o okresie T=21/@,, ©y>Q

Splot transformat funkcji cosinusoidalnej
i ciggu delt Diraca:

F{cos(Q)3, (1)} = iﬁ{[a(w—g) +8(0+ Q)] *[27” fa(w— nw,)]

1=—0

F(@)

alT

]

F{cos(Qt)5, (1)} = % f&(w —ne, +Q)

n=-n

2@+ Q @0 -0 00 ©-0at0 20-0 @
0 [+] o 0 0

E KAPITAL LUDZKI - ma Q
NARODOWA STEATECIA $7OINOLC

PROGRAM ROZWOJOWY
POLITECHNIKI WARSZAWSKIE] Flo)

TF — tw. o prébkowaniu | B

lloczyn funkcji cosinusoidalnej o pulsacji Q i
ciagu delt Diraca o okresie T=2m/w,, ®,>Q

Transformata iloczynu funkgc;ji Fio)
cosinusoidalnej i ciggu delt

Diraca:
T

Floos(Q0)3, (0} = S 6@ —nw, £ Q)

n=—o

Transformata iloczynu dowolnej funkcji i ciaggu delt Diraca:

F{f()6,(0)} = iF(w)*F{sr(z)} =% 3 Flo-na)

n=—o

UNIA EUROPEJSKA
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PROGRAM ROZWOJOWY - \

PgLITECHNIKI WARSZAJWSKIEJ /\/-\' ~om \w <

, . &(t) wobup(w)
TF — tw. o préobkowaniu Il ' ! U if l | L .

1 & A()

FUO8 0} = L F(@0=na,) ﬂf“i N o
AT ANNAN.

T i

Widmo sygnalu sprobkowanego jest okresowe z
okresem rownym czestotliwosci (pulsacji) probkowania!!

Jak wynika z rysunku obok, aby kolejne repliki widm nie
natozyly sie na siebie, nalezy spetni¢ warunek:

fo>=2f .. Wy>=2Wnax nn
Jest to tzw. twierdzenie o prébkowaniu (tw. Shannona, warunek Nyquista), ktore
wymaga, by sygnat byt prébkowany z czestotliwoscia/pulsacjag conajmniej rowna
podwojonej wartosci maksymalnej czestotliwosci/pulsacji widma sygnatu. W
praktyce warunek ten musi by¢ spetniony z nadmiarem.

Jest to stwierdzenie fundamentalne dla cyfrowego przetwarzania sygnatéow. Jego
niespetnienie skutkuje niemoznoscia odtworzenia sygnatu ciaglego na podstawie
jego probek.

KAPITAL LUDZKI UNIA EUI En&‘ms;a
NARODOWA STEATIGHA SPOINOLCI conpusg LROPEISK

PROGRAM ROZWOJOWY
POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]

TF — tw. o prébkowaniu lll F{ f(t)6T(t)}=% S Flo-na,)
Twierdzenie o prébkowaniu wymaga, by /
sygnat byl préobkowany z czestotliwoscia/ ;/ '\\

pulsacja conajmniej réwng podwojonej T >
wartosci maksymalnej  czestotliwosci/ 20 oy | ) 0 J /2 U @
pulsacji widma sygnatu. -t

2miT
f0>=2fmax w0>=2wmax [ | I I
-2my -ty 0 g 2w ©
Niespetnienie tego warunku skutkuje 5
nakfadaniem sie widm (tzw. ,aliasing” - p \,
patrz obszary w czerwonych elipsach Z
obok) i niemoznoscia odtworzenia sygnatu 2a, 2w, ®

czasu ciagtego na podstawie jego probek.
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PROGRAM ROZWOJOWY
POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]

Energia, moc, widmowa gestosé
energii i mocy

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STEATIGHA SPOINOLCI FUNDUSZ SPOLECZNY

PROGRAM ROZWOJOWY
POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]

Energia, moc, widmowa gestos¢ energii i mocy |

Sygnatly o skonczonym czasie trwania i skonczonej energii w
skonczonym przedziale czasu

sygnaty nieokresowe, bezwzgledna catkowalnosé, moc srednia réwna zero,
energia sygnatu E okreslona jest przez zaleznos¢ (tw. Parsevala ):

. ] =
E=[r)dt=—|F(o)do
b 27 =

Zastosowanie przeksztalcenia Fouriera

|F(w)]? - widmowa gestosc energii (1Q)

UNIA EUROPEJSKA
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PROGRAM ROZWOJOWY
POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]

Energia, moc, widmowa gestos¢ energii i mocy I

Sygnaty okresowe

1 72 )
Rozwiniecie w szereg Fouriera T- okres sygnatu F. =? J. S exp(jnawr)dt

-172
|F,| - widmo amplitudy

IF,J2-  widmo mocy

T2

Y S e op
moc sygnatu P (tw. Parsevala) P _77;[2]( (1t = ;‘ £
(energia tracona w jednostce czasu w opornosci 1Q —

zwigzki z elektrotechnika)

UNIA EUROPEJSKA
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Energia, moc, widmowa gestos¢ energii i mocy lll

Sygnaly o nieskonczonym czasie trwania i nieskonczonej energii w
nieskonczonym przedziale czasu

Sygnatly o nieskonczonym czasie trwania (np. okresowe) - energia nieskonczona w
nieskonczonym przedziale, TF z definicji nie istnieje (funkcja nie jest bezwzglednie
catkowalna), mozna okresli¢ moc srednig P (usrednienie za czas obserwaciji T):

P=1lim 1 Tj/z FAndt = Ilimwda)z Id)(a))da)
T—oT hinad T e

-T2

2
®(w) - widmowa gestos¢ mocy: O(w)= Pm%
w praktyce -ze wzgledu na ograniczong D(w)= | FT(CU)|2
diugos¢ rekordu danych T T

INIA EU KA
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POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]

Dostosowanie narzedzi matematycznych

do potrzeb praktycznej analizy sygnatéw

UNIA EUROPEJSKA
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Podstawowe operacje na sygnale,
poprzedzajace przetwarzanie cyfrowe

Filtracja
dolnoprzepustowa
- wymég tw. o Prébkowanie Konwersja
probkowaniu A/lC
sygnat sygnat sygnat sygnat
analogowy logowy sprobkowany cyfrowy
FDP S&H AC ——>
ygnal analogowy L‘sygl"\si!spn‘mkx;w 1y \Lrglu:lwswyl'
i a2
\ ; ) 1 r 1 J_f La.... el |
J NiNENEL i
1 i
E KAPIIAL D% i
NARODOWA STEATEGIA SPOINOSC FUNDUSZ SPOLECZNY
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Narzedzia analityczne a uwarunkowania praktycznej
analizy sygnatow |

Rozwazania analityczne - przeksztalcenie Fouriera - w przedziale
nieskonczonym. Sygnaly sa ciagte (na ogoét) i moga istnie¢ dla wszystkich t
(takze dla ujemnych).

W praktyce — rejestrowane sygnaly sa przyczynowe (istniejg dla t>0), zebrane

prébki reprezentujg skonczony (ograniczony w czasie) fragment sygnatu, (ktory w
ogolnosci moze istnie¢ dtuzej — zaréwno przed rozpoczeciem jak i po zakonczeniu procesu prébkowania).

Oznacza to ze symetryczne okno prostokatne z rozwazan analitycznych zostaje
przesuniete do poczatku uktadu f(t-t)) & exp(-jot,)F(m)

Ograniczony sygnal - wprowadzenie ograniczen czasowych pod catke Fouriera
— widmo chwilowe :

to+t

Flo.,)= [ fivexpGondi

o

UNIA EUROPEJSKA
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Narzedzia analityczne a uwarunkowania praktycznej
analizy sygnatow Ii

Widmo chwilowe

Wprowadzenie ograniczen czasowych pod catke Fouriera jest rownoznaczne z
przemnozeniem poddawanej analizie funkcji f(t) przez funkcje g(t), r6zng od
zera w przedziale <t,t+1> i réwng zeru poza tym przedziatem, np. okno
prostokatne:

1(t) alt)

F(o,1,)= [ fivg)exp(iondr

oznacza to, ze wyznaczamy TF nie funkcji f(t), ale iloczynu f(t)g(t) & F(w)*G(w).
Wyznaczone w ten sposéb widmo bedzie mie¢ wiasciwosci okreslone przez
operacje splotu i wkasciwosci obu widm, a wiec takze przez wtasciwosci funkc;ji
d(t), zwanej czesto oknem lub funkcja granic.
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POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]

Narzedzia analityczne a uwarunkowania praktycznej
analizy sygnatow lli

Przetwarzanie cyfrowe - reprezentacja dyskretna zaréwno w
dziedzinie czasu, jak i czestotliwosci

Sygnaly przetwarzane sg po operacji probkowania — ich widma sa
okresowe!

Widma sygnatéw sa wyznaczane dla ograniczonego zbioru punktéw
na osi czestotliwosci, a sygnaty majg ograniczony czas trwania — SF
czy TF?? Modyfikacje obu metod.

(inne problemy — np. wptyw kwantyzacji i skonczona dtugos¢ stowa)

UNIA EUROPEJSKA
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Przeksztatcenie Fouriera
sygnatu sprébkowanego
i
szereg Fouriera

dla sygnatéw dyskretnych
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POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]

Przeksztatcenie Fouriera sygnatu sprébkowanego

Sygnat spréobkowany (At — okres probkowania) LO=f(@® i5(t—nAt) = if(t—nAt)

Przeksztalcenie: FULOY= [ £Oexp(-jonde= 3 f(naeyexp(jonr)

Stosowany jest takze zapis F(e) =3 f(nAt)exp(-jn€2)

n=—c0

gdzie: Q=wAt=w/f =2mf/f_ f, =1/At — czgstotliwos¢ prébkowania.

Transformata jest okresowa z okresem 21r!!!

F(w) — TF sygnatu ciagtego,

F(ei®), F(ei) - TF sygnatu sprébkowanego, okresowa z okresem 21

INIA EUROPEJSKA
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Odwrotne przeksztatcenie Fouriera sygnatu
sprébkowanego

Przeksztalcenie odwrotne:
F(mAt) = Zi [ F(e’™)exp(jm)dQy
T -

Przeksztatcenie proste:

F(e)= +Z.cf(nAt) exp(—/jnQ)

n=—wn

LO= 1) 5(-nr)= 3 ft—nar)
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Szereg Fouriera dla sygnatéw dyskretnych

(czyli Dyskretna Transformacja Fouriera DTF)

Dysponujemy N préobkami sygnatu, a wiec granice sumowania w réwnaniu TF
stajg sie skonczone:

o0 ) N-1
Fe™) =Y f(n)exp(—jn9) —_— F(e™) =Y f(n)exp(-jnQ)

n=0
Ti2
Wspétczynniki SF  dla sygnatow ciagtych: F, L j/-(,)exp(_/-kwot)d,
(uwaga zmiana indeksu z n na k, aby odrézni¢ indeksowanie T 2 ’

-T/2
probek i wartosci transformaty)

N probek okresowego (T) sygnatu f(n), okres prébkowania 1/At, N=T/At,
w,=21/T=2m/(NAt), catke¢ wyznaczamy metoda prostokatow (dt<>At).
Wspétczynniki rozwinigcia dla sygnatéw dyskretnych:

LS s _IS _ 2k _IS _;2mk
F, = NAt;f(nAr)exp( ke, (nAn)AL = Ngﬂnm)exp( T A0 = N;f(n)exp( =)

przeksztatcenie odwrotne 27

1= F, exp(j 220

£ N
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Szereg Fouriera dla sygnatéw dyskretnych

(czyli Dyskretna Transformacja Fouriera DTF)

Najczesciej stosowana jest notacja:
- ¢ 27kn
= . 2mmk =—> X j——
X, =an exp(—]T) X, N; « exp(j N )
n=0

gdzie x_ - ciag prébek sygnatu, X, — ciag wartosci DTF (wspstczynnikéw SF),

k,n=0, 1, 2...., N-1,

wprowadza sie takze oznaczenie czynnika exp(j2rr/N) przez Wy — nosi on nazwe
czynnika rotujgcego

27 “ 2mk, &S
Wy =exp(j =) Xy= Y x,exp(—j =)= 3 x, Wt
N n=0 N n=0
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POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]

Szereg Fouriera dla sygnatéw dyskretnych

T/2

1 .
argument funkcji wyktadniczej z TF czasu ciagtego v =7 [ FOexp(- ke

-T/2

przyjmuje nastepujaca postac:

2 2 2/mk
kot = jk—nAt = jk——nAt = j——
JEO =] T J NAL J N

gdzie: N liczba prébek x(n), okres sygnatu T, okres prébkowania At=1/f,
N=T/At, w,=2m/T=2m/(NAt), f,=1/T, momenty potozen prébek t=nAt. W
powyzszej formule ,znika” zaré6wno wartos¢ czestotliwosci préobkowania,
jak i czasu, pozostaja tylko indeksy probek sygnatu i wartosci DTF.

Na podstawie wyniku analizy widmowej sygnatéw dyskretnych mozemy
moéwi¢ wylacznie o relacji czestotliwosci sygnatu do czestotliwosci
probkowania!!!
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Wiasciwosci DTF |

ik 2k
Xy =2 x, exp(—j =)
n=0 ]\[
1.Liniowosé
2.0kresowos¢ z okresem N
3. Symetria dla rzeczywistych wartosci x;, X=X
4.DTF iloczynu dwoéch ciagéw probek — splot DFT tych ciggow
N-1
Splot dwéch ciagow z,=x,*y, z,=x,%y, = Zxkyn_k
k=0

5.DTF splotu ciagéw — iloczyn DTF tych ciggow
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POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]

I - , . N-1
Wiasciwosci DTF Il X, =S x, exp(- j%)
n=0
6.Przesunigcie ciagu o n, prébek: x(n-ng) X, exp(-j2rkny/N)
7.Rozdzielczos¢ czestotliwosciowa (odlegtosé miedzy wartosciami DTF):

wartosci DTF wyznaczane sa w punktach f, P

odpowiadajacym rzeczywistym wartosciom f = N I

=[x

odstep miedzy kolejnymi wartosciami wynosi 1/N

odpowiada pewnej réznicy czestotliwosci fin—fi =%_, ﬁ%

Odstep czasowy miedzy kolejnymi prébkami wynosi 1/fs (fs - czestotliwosé
prébkowania), ciagg N probek poddawany DTF odpowiada czasowi T=N/fs, a wiec
rozdzielczos¢ czestotliwosciowa jest odwrotnie proporcjonalna do T: Af=fs/N=1/T;

iloczyn rozdzielczosci czestotliwosciowej i czasu trwania sygnatu jest staty TAf=1!
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Najczesciej wykorzystywana w analizie widmowej wielkos¢ - widmowa
gestosé mocy

O(w) = |F(w)AT

Widmowa gestos¢ mocy jest wielkoscig parzysta i wystarczy przedstawic¢ ja w
przedziale 0-fs/2

Systemy (programy) naukowe/komercyjne do analizy sygnaléw przedstawiaja
w taki wlasnie sposoéb wynik analizy widmowej, czesto podajac przedziat jako
0-1/2 lub 0-%, co wynika z okresowych wtasciwosci narzedzi analizy widmowej
dla sygnatéw czasu dyskretnego (sprobkowanych).

2
[Fta)]
I

—2m + 0 ~e+0 0 00 0-Ne+ 2e0-0 @
0 ) ]
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Szeregi i przeksztatcenia Fouriera - podsumowanie

Sygnat ciagty skonczony ¥¢>
TF - ciagta, nieokresowa X%\
Sygnat ciggly okresowy . .

SF - dyskretny, nieokresowy R

Sygnat dyskretny (prébkowany) :
nieskonczony

transformata - ciggta, okresowa N, /T‘

Sygnat dyskretny (prébkowany) e
skonczony (okresowy) =y
dyskretny szereg Fouriera DFT - :ImJJ;

dyskretny, okresowy BT AL TP
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Dyskretna analiza widmowa
przeciek widma
funkcje granic

zero padding
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POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]

Analiza widmowa - przeciek widma

= & B E &
3 3 B B & @

I TS SV il mm”‘[”ﬁw\‘T;mmm

1000*cos(2*pi*1*(t-1)/64)+10* cos(2*pi*(t-1)/4); 1000*cos(2*pi*1.05*(t-1)/64)+10*cos(2*pi*(t-1)/4);
t=1:1280;
DTF dla N=64 (na rysunku - pierwiastek kwadratowy modutu DTF)

Niewielka zmiana relacji f/f; w sposéb drastyczny zmienita wynik analizy
widmowej — widmo sygnatu sinusoidalnego o stabszej amplitudzie przestato by¢
widoczne, pojawito sie wiele prazkéw nie posiadajacych interpretacji fizycznej.
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Analiza widmowa — przeciek widma

f(t)=1000*cos(2*pi*1.05*(t-1)/64)+10*cos(2*pi*(t-1)/64);
t=1:1280;

DTF dla N=64 (na rysunku przedstawiony jest pierwiastek
kwadratowy modutu DTF)

Mimo ze w sygnale wystepuja tylko dwie skitadowe —
widmo sygnatu sinusoidalnego o stabszej amplitudzie
nie jest widoczne, wystepuje natomiast wiele prazkéow
nie posiadajacych interpretacji fizycznej.

Ze wzgledu na inherentng obecnos¢ okna prostokatnego wynik przeksztalcenia
jest splotem transformaty nieograniczonego w czasie sygnatu x oraz transformaty
tego okna. Efekt — tzw. przeciek widma i jego konsekwencje w postaci maskowania
sktadowych o niskich amplitudach.

f(t) alt)y

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAt LUDZKI ty o+ EUROPEJSKI
NARODOWA STEATEGIA SPOINOSCH FUNDUSZ SPOLECZNY

28



2016-10-28

PROGRAM ROZWOJOWY
POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]

Analiza widmowa - przeciek widma

Sygnat prostokatny o czasie trwania T rect(T):

F(w)=ATsin c(%T)

=10piT -BpUT -BpiT -4piT -2pi™ O 2piT 4pilT Gpi/T BpiT 10 piT

Modut TF okna prostokatnego posiada listki boczne!
Stosunek modutéw listka pierwszego i gtéwnego — 2/31w=0.21

Listki boczne - przyczyna przecieku widma!
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. . . . k k
Analiza widmowa — przeciek widma fi=y 2l

F(w)=AT sinc(w—T)
Zaktadamy, ze DTF poddany zostata pewna liczba prébek 2
sygnatu cosinusoidalnego. T=N/fs, 1/T=fsIN

A.

Czestotliwos¢ sygnatu wynosi f=kf /N i maksimum DTF
(ktéra ma obwiedni¢ sinc(wT/2) wypada w tym punkcie.
Dla pozostatych f, (okreslonych powyzej), wartosci DTF
sq rowne zeru, poniewaz kolejne miejsca zerowe funkcji .
sinc sg odlegte od maksimum wiasnie o f /N, czyli trafiajg L4
doktadnie w punkty na osi czestotliwosci, dla ktérych | ool
wyznaczamy wartosci DTF. O S o SO

f

B. i \\ 4
Czestotliwos¢ sygnatu jest rézna od f=kf /N i maksimum | e
DTF (ktéra ma obwiednie sinc(wT/2) wypada w miedzy /
punktami, dla ktérych obliczane s wartosci DTF. W N
konsekwencji dla pozostatych f, wartosci DTF przybieraja 1 Vo
sie rézne od zera. [ e ]

(CDBN - (kr)fsiN
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PROGRAM ROZWOJOWY
POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]

Analiza widmowa - funkcje granic

Okno Hanna: w(t) = cosz(%) 1

t (-T/2, T/2)

Konstrukcja okna Hanna:

it 1 1 2t
w(t) = cos’ (=) = — +—cos(— T2 0 2
() (T) ) (T)

INIA EU KA
KAPITAL LUDZKI 2 e'&ﬁ»"ém
HARODOWA STEATEGHA SFOINOLCH FUNDUSZ SPOLECZNY

PROGRAM ROZWOJOWY
POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]

Analiza widmowa — funkcje granic
w(t) = cos’ (%) = l-%—lcos(sz)

Transformata Fouriera okna Hanna PR

TF okna Hanna jest suma transformat okna prostokatnego o amplitudzie 'z oraz
takiego samego okna pomnozonego przez funkcje cos(oit), o =2m/T -
wykorzystujemy tw. o modulacji lub tw. o transformacie iloczynu funkcji:

F{w(t)} = F{%Jr%cos(sz)} = %sin c(aJT/2)+§sin c(((o—a)(,)T/Z)Jrgsin c((w+w,)T/2)

\

T

=271/ T
Tr”
i kolor granatowy
T s - TF  okna

prostokatnego o
amplitudzie 1

—2x/T 0 20/T 4u/T
UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
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PROGRAM ROZWOJOWY
POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]

Analiza widmowa - funkcje granic

t=1:1280;
f(t)=1000*cos(2*pi*1.05*(t-1)/64)+10*sin(2*pi*(t-1)/64);
N=64, (na rysunku przedstawiony jest

pierwiastek kwadratowy modutu DTF)

o uw & 8 8 8 E B &

okno prostokatne okno Hanna
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PROGRAM ROZWOQOJOWY

POLITECHNIKI WARSZAWSKIE]

Analiza widmowa — uzupetnianie ciggu prébek

sygnatu zerami (,,zero padding”)

Przyklad . i

t=[1:1:1000]; " / \

x=cos(2*pi*150%(t-1)/1280)+ cos(2*pi*105*(t-1)/1280); \

czestotliwosci 105 i 155, probkowanie 1280Hz z

: —
i Liczba prébek
Liczba prébek T sygnatu n = 32
sygnatu n = 32 “— \‘ If 1\ ditugosé ciagu
diugosé ciagu S ggddé\év:_nego DTF
poddawanego DTF .| _[[1[| probki
256 <=> 32 prébki - A}f v ‘l\
+224 zera :/\/I N
ML VUV
g omeon R ez
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